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Sur la définition de la limite d'une fonction. 
Exercice de logique mathématique. 

Par G. Peano à Turin. 



Selon la définition de la limite, aujourd'hui adoptée dans tous les traités, 
toute fonction a une limite seule, ou n'a pas de limite ; une variable ne peut 
tendre à la fois vers deux limites différentes (voir p. ex. Jordan, Cours d'Analyse, 
1892, pag. 9). 

Mais, en faisant un petit changement dans la définition commune, on 
obtient une nouvelle définition de la limite ; alors toute fonction a des limites 
finies ou infinies ; si la limite est unique, on retrouve, comme cas particulier, les 
propositions communes. 

J'ai donné cette nouvelle définition dans la Rivista di Matematica, 1892, 
p. 77, et je l'ai adoptée dans mes Lezioni di Analisi infinitésimale (1893); mais 
on rencontre la même idée dans des publications antérieures. M. Giudice dans 
un intéressant article (Sulle successioni, Rendiconti di Palermo, t. V, a. 1891, 
pag. 280), énonce les propriétés plus importantes des suites, et les décompose en 
suites convergentes. P. du Bois-Reymond a introduit les Unbestirnmtheitsgrenzen 
qui sont la plus petite et la plus grande des limites que nous allons définir. Mais 
on les trouve dans cette proposition de Abel (Œuvres, II, pag. 199): 

"Pour qu'une série Xu n soit convergente, il faut que la plus petite des limites 
de nu n soit zéro." 

Cette idée plus générale de la limite est clairement énoncée par Cauchy ; 
on lit en effet dans son Cours d'Analyse algébrique, 18 21, p. 13 : 

" Quelquefois .... une expression converge à-la-fois vers plusieurs limites 
différentes les unes des autres," 

et à pag. 14 il trouve que les valeurs limites de sin — , pour sc=0, con- 
stituent l'intervalle de — 1 â + 1 . Les auteurs qui ont suivi Cauchy, en cher- 
chant de préciser sa définition un peu vague, se sont mis dans un cas particulier. 
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L'objet de cette Note est de donner cette définition générale de la limite, et 
de démontrer ses principales propriétés. Nous ferons usage, dans cette étude, de 
la Logique mathématique. Cette science s'est rapidement développée de nos 
jours, et on l'a appliquée dans plusieurs travaux. Nous aurons à citer le Formu- 
laire de Mathématique (abrégé en Form.), que publie maintenant une société de 
professeurs, dans la Rivista di Matematica. 

L'introduction à ce formulaire explique les notations ; la première partie 
contient toutes les propositions ou règles de logique qu'on a jusqu'à présent 
rencontrées. Pour notre travail, nous aurons aussi occasion de citer la partie V, 
qui regarde la théorie des ensembles de nombres, des limites' supérieures et infé- 
rieures, des ensembles dérivés, etc. 

M. Burali-Forti vient de publier son traité "Logica matematica" (Milano, 
Hoepli, 1894), livre d'un grand avantage pour ceux qui vourront se mettre au 
courant de cette science. On trouvera des expositions plus ou moins rapides des 
notations toutes les fois que j'en ai fait usage ; notamment dans l'article publié 
dans les Mathematische Annalen, t. XXXVII, 

Mais, pour notre but, il suffit une connaissance sommaire des notations ; 
c'est-à-dire des signes de logique ^, -~>, ~ , j±, q, s, = , K, des points, du signe 
de fonction f, et des signes de mathématique Q, q, N, 1', l x , et quelques autres 
qu'on rencontrera dans la suite. Les règles seront expliquées dans chaque cas, 
en renvoyant au Formulaire pour des plus amples explications ; ainsi cet article 
sera un exercice de Logique mathématique. 

Soit fx une fonction réelle de la variable réelle as. Cette variable ce peut 
tendre vers une valeur finie a, ou vers ± <» ; mais par le changement de variable 

x = a -\ — j , le premier cas est réduit au deuxième. Si x tend vers — oo , en 

posant x = — a/, x' tend vers + oo. Donc, sans ôter à la généralité de la ques- 
tion, on peut supposer que la variable indépendante tende vers + <*>. 

La fonction fx sera définie pour les valeurs de la variable appartenant à 
un ensemble u. Si cet ensemble coincide avec l'ensemble des nombres réels, 
c'est-à-dire si u=- q, la fonction sera définie pour toutes les valeurs réelles de la 

variable, comme ce 2 , sin x ; si w = Q, la fonction sera donnée pour les valeurs 

positives, comme log x, */x, . . . . 

Si u est l'ensemble des nombres entiers positifs, u = N , ont signification les 
symboles /l,/2, . . . . qui forment une suite. Mais la question générale de la 



Exercice de logique mathématique. 39 

limite d'une fonction n'est pas réductible au cas particulier de la limite d'une 
suite, sans perdre de sa généralité ; car si u est un ensemble continu, p. ex. u = q, 
on ne peut pas mettre ses individus en correspondance semblable avec les 
nombres 1, 2, 3, ... . En conséquence les auteurs qui, en définissant la limite, 
parlent d'une suite x x , a%, . . . . x n , .... se placent dans un cas trop particulier, 
duquel on ne peut tirer la définition de la limite d'une fonction, dont on fera 
usage dans l'analyse infinitésimale. 

Afin que la variable x puisse tendre vers + o°, il faut que la classe u de ses 
valeurs contienne des nombres aussi grands que l'on veut ; c'est-à-dire que la 
classe u soit illimitée supérieurement, ou la limite supérieure des u soit oo. En 
répétant ces conditions, nous pouvons donner la définition de la limite : 

Définition. — " Soit u une classe de quantités [«eKq] , dont la limite supé- 
rieure est infinie [Vu = o°] , et soit / le signe d'une fonction réelle définie dans 
la classe u [/eqfw] . Etant y une quantité finie [yeq] , nous dirons que y est 
une valeur limite de fx, lorsque x, en variant dans la classe u, tend à l'oo , [et 
nous écrirons y s. lim^ tt) œ fx\ , lorsque, étant donné un nombre positif arbitraire- 
ment petit h [AeQ] , quelque soit le nombre a, aussi grand que l'on veut [asq] , 
il y a toujours de valeurs de x, contenues dans l'ensemble u[xsu], et plus 
grandes que a [x > à] , qui rendent la différence fx — y, en valeur absolue, plus 
petite que h [mod (fx — y) < A]." 

En liant ces conditions par les notations de logique, cette définition s'énonce : 

1. usKq.Yu= cc.feqfu.yeq.Ç):: 

ys Hm a!)U(0<) /a;. = .-.AeQ.aeq.Q ft)0 :a;eM.x>a.mod(/fl3 — y)<Ji.~ = X A- Def. 

Nous ferons quelques remarques sur cette définition. Nous avons trans- 
formé les mots "étant donné un nombre positif, arbitrairement petit h" en 
" AeQ," car les mots "arbitrairement petit" sont un pléonasme. Analoguement 
pour a. 

Ce qui précède le signe q : : est l'hypothèse de la définition ; elle explique 
la signification des lettres u,/,ety. Ce qui suit le signe de déduction est 
l'égalité qui constitue la définition. Son premier membre, qui est en avant du 
signe = .'. est l'expression qu'on définit; le deuxième en indique la valeur. 

On dit qu'une lettre variable x est apparente dans une expression qui la 

/b 
fxdx, la lettre 
a 

fxdx= ! fzdz. L'expression que nous avons défini, 

a v a 



40 Peano : Sur la définition de la limite d'une fonction. 

ys linia, B) „,fx , contient la lettre apparente x; si l'on ne veut pas de lettre appa- 
rente, il suffit de changer de notation ; on pourrait écrire p. ex. ys lira /( oo , u) , 
ou ysf{ oo, u), ou yef u co , etc. Mais la notation adoptée est la plus commode. 

L'expression définie dépend effectivement des seules lettres variables y, u,f 
contenues dans l'hypothèse, et dans le second membre de la définition. Ce second 
membre est une déduction, dont la thèse est une inégalité logique. Il contient 
aussi les lettres h, a, x; mais elles sont des lettres apparentes; car la thèse, où 
figure la lettre as, a au signe = l'indice x; donc cette thèse est indépendante 
de x. Et les lettres A et a sont des indices au signe de déduction ; donc le second 
membre est aussi indépendant des lettres h et a (voir Intr. au Form., §14). 
Les deux membres de l'égalité contiennent les mêmes lettres. 

D'ordinaire on indique la limite cherchée par lim a . = OT /£c, en sousentendant 
la classe u des valeurs de x. Dans ce qui suit, pour abréger, nous écrirons sim- 
plement lim au lieu de lim^ Ut œ ; en revenant, lorsqu'il faut, à la notation com- 
plète, qui ne produit jamais des ambiguités. 

Nous commençons par transformer cette définition. Comme nous venons 
de dire, elle a la forme 

(a) Hypoth. Ç). 1 er membre = 2 ème membre. 

Or les deux membres de l'égalité sont des propositions ; et l'égalité entre deux 
propositions a et b, a = b, est identique à l'ensemble des propositions aQb.bQa 
(voir Form. I, §1, P3). 

Donc en exprimant le signe = par le signe q, la proposition (a) se trans- 
forme en 

(/3) Hypoth. q . 1 er membre q 2 ème membre. 2 ème membre q 1 er membre. 

Maintenant, étant a, b, o des propositions, la açybo est équivalente à l'ensemble 
aQb.aQc (Form. I, §1, P36). Nous dirons, avec M. Burali, qu'on compose les 
propositions aQb.aQc, lorsqu'on les écrit sous la forme açfic; et qu'on décompose 
cette ci, lorsqu'on la réduit à la forme primitive. Décomposons donc la (/?), 
dont la thèse est l'ensemble de deux propositions; on obtient (/?) = {y)(o), où 

(y) Hyp. • * er membre Q 2 ême membre. 

(â) Hyp. q. 2 ème membre q 1 er membre. 
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Or, étant a, b, c des propositions, l'expression a$ . bç)o (de a on déduit que de h 
on déduit c) est identique" à abç)c (Form. I, §1, P39, et Intr. §12, Pl3). On 
appelle importer l'hypothèse a , la transformation de la première à la seconde 
forme, et exporter l'hypothèse a, la transformation inverse. Importons donc 
l'Hyp. dans les (y) et (è) ; elles se transforment en : 

(e) Hyp. 1 er membre. çy 2 ème membre. 

(£) Hyp. 2 ème membre, q 1 er membre. 

Cette transformation de la (a) dans (*•)(£) est tout-à-fait générale; si a, b, c 
sont des propositions,. la aQ.b — c est identique à abçyc.acQb, comme dit la 
P44 du §1 de la première partie du Form. Mais nous avons préféré de faire 
les transformations une à la fois. Substituons aux abréviations 1 er membre 
2 ème membre, ses valeurs. Ecrivons, selons les notations adoptées, HpPl pour 
indiquer l'hypothèse de la proposition 1. La Pi se transforme dans l'ensemble 
des prop. 2 et 3 : 

2. HpPl. ys limfx.Ç) .: hsQ, . aeq . Q ht a : xsu. x > a . mod (fx — j/)<i~ == *À • 

3. HpPl .'. AeQ .aeq . Q h< a : xeu.x > a. mod (fx — y) < h. ~ = x j± .'. Q .ys \imfx . 

La P2 a encore la forme aç).bç)c; importons encore l'hypothèse; elle se 
transforme en : 

4. HpPl. yslimfx.heQ-aeq.Qixeu.x'^a.mod (fx — y)<ih.~ = X A 

qu'on lit "ayant u,f, y la signification expliquée dans les Hypoth. de la Pi, si 
y est une limite de fx, si h est une quantité positive, et si a est une quantité 
réelle quelconque, il y a toujours de valeurs x, appartenant à l'ensemble u, plus 
grands que a , et qui rendent la différence fx — y moindre, en valeur absolue, 
que h." 

Eemarquons la loi qui règle les indices dans la transformation de la P2 
dans la P4. Dans la P2 le signe de déduction principale, q .-. , ne porte pas 
d'indices ; ils sont sousentendus, et sont toutes les lettres variables dont dépen- 
dent les deux membres : u,f, y. Le second signe de déduction q: a comme 
indices les lettres h et a. En important l'hypothèse (Int. §18, P2), on mettra 
au signe unique de déduction Q : qui remplace les deux, tous les indices des deux 
signes ; dans notre cas, u, f, y, h, a; mais puisque dans la P4 ce signe de déduc- 
tion indique la déduction principale, on les sousentend tous. 
6 
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La condition entre u, f, y, A, a, 
(a) xeu.x > a. mod (/ce — y) <C h. ~ = x jj Lt 

contient la lettre apparente ce. On peut la éliminer, c'est-à-dire mettre cette con- 
dition dans une forme, où ne figure plus la lettre x . A cet effet, exprimons la 
relation cc>a, par le signe e, sous la forme ccea + Q; l'ensemble ccew.cc> a 
devient xeu.xea + Q, ou x£U<~*> (a + Q) ; car une formule de Logique (Int. §16, 
P2) dit que, étant a et b des classes, l'ensemble dès propositions xea.xeb est 
identique à la prop. xea^- b. Au lieu de mod (fx — y)<^h, on peut écrire 
mod {fx — y) eh — Q ; et la proposition (a) se transforme d'abord en : 

(/S) xm— (a + Q) . mod (/a; — y)eh — Q.~ =„&. 

Maintenant, étant u une classe, et g un signe de fonction, par gu on entend 
l'ensemble des valeurs de la fonction gx, lorsque x prend toutes les valeurs dans 
la classe u ; et alors, étant v une autre classe, on a la formule de Logique (Int. 
§29, P5), 

xeu.gxev.~ = X J^ : = . gu ^ v ~ = _/y> 

" dire qu'il y a un ce, appartenant à la classe u , dont le gx est un v, est identique 
à dire que les classes gu et v ont des individus communs." Appliquons cette 
transformation à notre cas. Posons donc w<— » (a-j-Q) au lieu de u, mod (fx — y) 
au lieu de gx, et h — Q au lieu de v. La (/?) devient 

(y) mod{/[u~ (a + Q)]-y}~(A-Q)~ = À 

et ainsi on a éliminé la x. En substituant dans la Pi, on a : 

5. HpPl. Ç).:ys lim/ce. = : AeQ. aeq.Ç) h< a . mod{/[it^(a+Q)] — y}^(h— Q)~= A- 

On peut présenter sous une autre forme cette élimination. Etant aetb 
deux quantités, et a<^b, on désigne par a b l'intervalle de a à b, c'est-à-dire 
(a -j- Q) <— > (& — Q) ; donc ceea 6 signifie a<a;<è. Alors la proposition 
mod (/as — y)<Ch est équivalente à 

— h<.fx — y<h 
ou à y — h<fx<y + h 

et enfin à /ose (y — A) (y + A) , 

c'est-à-dire /as appartient à l'intervalle de y — A à y -f- A . Alors la proposition 
(a) devient 

(5) x£M -^ (a + Q) ./a* (y — A) — (y + A) . ~ =„A- 
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Appliquons maintenant la transformation logique énoncée, en y faisant la substi- 
tution /««—(« + Q)> /, (y-A)~ (y + A)N 
V«, g, v ' 

c'est-à-dire, en posant au lieu des lettres écrites en bas les expressions supérieures ; 
la (S) se transforme en : 

(e) /[i«o (« + Q)] —(y- A) — (y + A) ~ = A- 

et la définition 1 devient 

6. HpPl. Q.\yslim/x. = :AeQ.agq.Q A , ./[«o(a+Q)]^(2/ — ^) — (y+*)~=À- 

'Ayant «, / et «/ la signification expliquée, «/ est une valeur limite de fx, lorsque, 
en prenant un nombre positif A et un nombre a, il y a toujours des valeurs de la 
fonction /, correspondant à des valeurs de la variable de la classe u, et plus 
grands que a, qui appartiennent à l'intervalle de y — h à y + A." 

On a donc éliminé la lettre x, et transformé la Pi dans la 5 ou la 6, par la 
convention sur la signification de fu , lorsque u est une classe. On peut substi- 
tuer à la condition (a) la (y) ou la (e) dans les propositions 2, 3, et 4. En sub- 
stituant dans la P4 on a : 

7. HpPl. ys }imfx.heQ,.aeq.Q.f[u^(a + Q)] ^(y — h) — (y + h) ~ = ^. 

Transportons le second membre de la déduction dans le premier, et l'hyp. 
ys lim fx du premier dans le second, par la règle de logique que abQc est 
identique à a~cç)~b (Form. I, §2, P24); il faut nier les propositions qu'on 
transporte ; la négation du second membre s'obtient en supprimant le signe ~ 
au devant de 1'= ; et l'on a : 

8. HpPl. h £ Q.ae<i.flu^(a + Qy]^(y — h) — (y + h) = A .0-y~£\imfx. 

"En conservant les lettres u,f, y la même signification, si h est un nombre 
positif, et a une quantité quelconque, et s'il n'y a pas de valeurs de la classe 
/[ M '~ s ( a + Q)] appartenant à l'intervalle de y — h h y + h, alors y n'est pas une 
limite de fx ." 

Nous voulons maintenant éliminer la lettre apparente A, qui figure au le 
second membre de l'égalité dans la définition de la limite. Ce second membre, 
sous la forme de la Pô est 

(a) MJ.aeq.Q A , a . mod \ f\u ^ (a + Q)] — y\ ^ (A — Q) ~ = a- 
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Exportons l'hypothèse aeq, selon les règles déjà vues; il se transforme en 
(/?) aeq.Q„:AeQ.(>.inod{/[w~ (« + Q)] — y \^{h — Q) ~ = A . 

"Quelque soit a, alors, quelque soit h, on a etc." Or de la théorie des 

limites supérieure et inférieure d'un ensemble de nombres, on a (Form. V, §3, 

P20): 

ueKQo.Ç).-. \u= 0.== :heQ l .Q h .u^-(h — Q) ~ = A- 

" Etant u un ensemble de nombres positifs ou nuls, leur limite inférieure 
sera zéro, lorsque, quelque soit le nombre positif h, il y a toujours des nombres 
de l'ensemble u plus petits que A." Posons ici mod {f[u^^(a + Q)] — y} au 
lieu de u ; l'hypothèse ueKQ est satisfaite, car les modules sont des nombres 
positifs ou nuls ; et on ne l'écrit plus, en vertu du principe de Logique (Form. I, 
§1, Pi 2) a.aQb.Qb: "Si la proposition a est vraie, et de la a on déduit la b, 
alors la b est aussi vraie." Bnvertissons les deux membres ; nous avons : 

hsQ. Q h . mod \f[u— (a + Q)] — y) ^ (h — Q) ~ = A : 

= .h. mod \f[u^(a + Q)] — y\ = 0. 

Substituons dans la (/?) à la thèse sa valeur ainsi transformée ; la prop. 5 
se transforme en : 

9. HpPl. q .-. ye limfx . = : aeq . Q a . ^ mod \f[u ^. (a + Q)] — y \ = . 

"Ayant u,f, y la signification connue, la y est une limite de fx, lorsque, 
quelque soit le nombre a, la limite inférieure des valeurs absolues des différences 
entre les valeurs àe/[u,'-^ (a + Q)] et y est zéro." 

On peut donner une autre forme au résultat de l'élimination de h. Etant u 
un ensemble de points (nombres), dans plusieurs questions d'analyse on a à con- 
sidérer la plus petite classe fermée contenant u (selon la nomenclature de M. G. 
Cantor). On la désigne par Gu, qu'on peut lire "l'ensemble u rendu fermé 
(clausw);" sa définition est (Form. V, §7, Pi) : 

(a) usKq . ç) . Ou = q *-* xe [lx mod (u — x) = 0] . Def. 

" On appelle Ou l'ensemble des nombres x tels que la limite inférieure des 
valeurs absolues des différences entre les nombres u et x soit nulle." L'ensemble 
Ou contient tous les points de u, et les points limites ; il ne faut pas le confondre 
avec la classe dérivée de u. Commençons par réduire la prop. (a) à la forme 
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plus utile pour notre but ; opérons sur les deux membres de l'égalité par le signe 
xe, c'est-à-dire posons ce signe en avant des deux membres. Le premier sera 
xeCu. Le second membre devient xe \ q *— xê [l x mod (u — x) = 0] } ; mais, étant 
a et b des classes, on a l'identité logique déjà mentionnée xea^b. = .xea.xeb 
(Intr. §16, P2) ; donc cette expression se transforme en : 

cceq . xexe [l x mod (u — ce) = 0] ; 

les deux signes xe et xe, qui représentent des opérations inverses, se détruisent 
(Int. §17, Pi, et §28), et il reste 

xeq.li mod (u — ce) = . 

Donc la définition (a) se transforme en : 

(/?) ueKq.Q .\xeCu. = .cceq.^mod (u — ce) = 0. 

Posons ici f[u<-~- (a + Q)] au lieu de u, et y à la place de ce; supprimons les 
propositions /[«>--* (a + Q)] eKq, et yeq, contenues dans les hypothèses, et l'on 
a, en envertissant les deux membres : 

(y) \ 1 mod{flu~(a+Q)-]-y} = 0. = .yeCf[u^{a + Qy]. 

Substituons ; la P9 devient : 

10. HpPl. Q.'.yelim/x. = :aeq L .Q a .yeC/[u^(a + Q)]. 

"La condition nécessaire et suffisante pour que y soit une limite de /ce, est que, 
quelque soit le nombre a, y appartienne toujours à l'ensemble f\u -~-> (a + Q)] 
rendu fermé." 

On a ainsi éliminé la lettre h, et l'on a obtenu les prop. 9 et 10, par une 
nouvelle convention, de la limite inférieure, ou de la classe fermée. Maintenant 
il n'y a plus dans le second membre de la 10 que la lettre apparente a; pour la 
éliminer il faut une nouvelle convention ; cette nouvelle convention est la défini- 
tion même de la limite. En effet la proposition 10 dit qu'on écrit le premier 
membre qui ne contient pas a, au lieu du deuxième où figure cette lettre 
apparente. 

Jusqu'à présent nous avons défini la proposition yelirafx, dans les hypo- 
thèses de la Pi. On n'a pas défini le signe lim/cc. Pour bien voir la classe qu'on 
a défini, prenons la définition sous la forme de la proposition 10. Etant 
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a, b, g, d des propositions, l'expression abç).c = d est identique à aQ.be = bd; 
on passe de la première à la deuxième en important b; et en exportant b on a la 
transformation inverse (Form. I, §1, P45). Dans la PlO importons l'hypothèse 
yeq , qu'y est contenue ; on a : 

weKq.l'M= oo./eqfw.Q/. ysq.yelim.fx. = :yeq:aeq.Ç) a .yeGf[u^~-(a + Q)] . 

Opérons les deux membres de l'égalité par le signe ye . À gauche, par des trans- 
formations que nous avons déjà rencontrées, on obtient q ^lim/as ; à droite ye yeq 
se réduit à q ; et l'on a : 

11. ueKq.Yu = <*>.feqfu.ç).q ^-vlim/a;= q-^ye {aeq. Ç) a ,yeCf [u<^ (a -f- Q)]}. 

Donc la classe qu'on a défini est q-— -lim/x, les nombres finis qui sont des 
limites de fx . 

Maintenant nous allons définir les propositrons o° s lim fx, et — oo e lira /a? : 

12. HpPll. q:: ooglim fx.=.\ a, rneq.Q a , m :xeu. x~^> a .fx> m . ~ = œ A- Def. 

"Ayant u et /la signification connue, nous dirons que F oo est une valeur limite 
de fx, lorsque, quels que soient les nombres a et m, il y a toujours une valeur 
de x, appartenant à l'ensemble u, plus grande que a, qui rend fx supé- 
rieure à m ." 

Cette proposition se transforme comme la Pi. La condition 

xeu.x ~^>a.fx > m . ~ —„A se transforme en xeu -— - (a + Q) .fxem + Q. ~ = X A > 

et en éliminant la x, par l'identité logique déjà rencontrée (Int. §29, P5), en 
/[ w '~ v ( a + Q)] "^ ( m + Q) ~ — À- Donc la Pi 2 se transforme dans la Pl3, 
analogue à la P5, 

13. HpPll. Q.: <*> elim fx. = :a, meq.Q a ^ m .f[u^ (a + Q)]-~ («i+Q)~ =A- 

Le second membre de cette égalité, en exportant l'hypothèse aeq, devient 
aeq.O a '.vneq.ry m .f\u^(a + Q)] ^(m + Q) ~ = A . 

Or, étant u une classe de q, par la définition de la limite supérieure, on a 
(Form. V, §3, P5), 

Vu = ». = : meq .Q m .u ^ (m. •+- Q) ~ = A , 
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" la limite supérieure des u est infinie, lorsque, quel que soit le nombre m, il y a 
toujours des nombres de la classe u plus grands que m." Substituons ici 
/ [ M "- , ( a + Q)] au ^ eu de w ; en envertissant les deux membres, on a : 

™<?q-0 m ./[> — (a + Q)]— (m + Q) ~ = A : = .l'/[w~(a + Q)] = ». 

Substituons dans la Pl3 ; elle se transforme en : 

14. HpPll. 13.-. ooelim/a;. = :aeq.o a .17[«^(a + Q)]= oo. 

" L' oo est une valeur limite de fx, si, quel que soit le nombre a, la limite supé- 
rieure des valeurs de la fonction, lorsque la variable prend les valeurs suivantes 
a, est infinie." On a ainsi éliminé la m. Cette proposition est l'analogue de 
laP9. 

Nous voulons trouver la signification de la proposition " l' oo n'est pas 
une limite de fx." Le second membre de la P13 est une déduction; trans- 
portons la thèse dans le premier membre, en la niant, en vertu de l'identité 
logique aQb. = . a ~ b = A (Porm. I, §3, P8). La prop. 13 devient : 

Hp>Pll. 0-'- °° elimfx. = :a, meq./[tt-— (a + Q)] ^(m + Q) = A . = a> mA 

et, en niant les deux membres de l'égalité (Porm. I, §2, P5), 

15. HpPll. Q.\ oo~glim/a3. = :a, msq.f[u^— (a+Q)]^-(?n+Q) = A .~= a>mA . 

" L' oo n'est pas une limite de la fonction, lorsqu'on peut déterminer deux 
nombres a et m, tels que nulle valeur de /[w<-^(« + Q)] ne soit plus grande 
que m ." 

Analoguement à la Pi 2, on pose par définition : 

16. HpPll. q::— oo elim/œ. = /.a, wîeq.Q aiTO :xaw.a;>a./a:<m.~ =„ A 

et en éliminant la ce, la m, et en niant les deux membres, on a les correspon- 
dantes des prop. 13, 14, 15 : 

17. HpPll. Q.'-— ooelim/a? . = :a, msq.Qa, m-/[>— («+Q)]^(™— Q)~ = A» 

18. " .Q.\ " . = :aeq.Oa-li/[î*^(a + Q)] = — oo, 

19. " -O-'- - <»~elim/a5. = :a, wieq./[y— .(a+Q)]<~>(wi— Q)=A-~ == «.mA- 

Nous avons donc défini (Pi) la proposition y s lim/x, où y est un nombre fini 
(voir la Pli). Puis nous avons défini (Pi 2) la proposition oog lim/cc; c'est-à-dire 
la proposition ye lim/jc, lorsque y=<». Examinons bien ce passage ; on a : 
(a) y = oo. q :ye limfx . = . oo e limfx 



48 Peano : Sur la définition de la limite d'une fonction. 

par l'identité logique a= b.Qiaeu. — .beu, conséquence immédiate de la PlO du 
§4, partie I du Form. Multiplions (logiquement) les membres des déductions 
Pl2 et (a); c'est-à-dire appliquons la formule açyb.cQd:Q.acÇ)bd (Form. 1, §1, 
P30) ; on a : 

(/?) HpPll. y = &>.Q::ye\imfx. = . oo elim/x:: oo elim/aj.= .-. etc. 

en indiquant par etc ce qui est à droite du signe = .'.dans la définition Pi 2 ; 
de la Thèse de la ((3) on a ye lim/as . = .*. etc (par l'identité a = b .b = o . q .a = c) ; 
donc, par le syllogisme 

(y) HpPll. 3/ = oo.Q::2/glim/a;. = .'. etc. 

Analoguement on a défini (p. 16) la proposition yelixafx, lorsque y = — oo. 
Donc la proposition yelimfx est définie lorsque yeq.^-.y = <x.^-^.y = — oo. La 
proposition y—<* s'énonce au moyen du signe s et du signe i (signe qui signifie 
égal, ï'ooç, voir Intr. §31) ; et devient yet oo; la proposition y — — co se transforme 
en y si — oo ; et l'ensemble 



yeq.^.y — <».•—.?,= — 



Oo 



devient yeq.-^-.yet,<x>.^~-.yei — o°. Or (Intr. §16, P3) xea.^.xeb est identique 
à xsa ^ b ; donc on a défini ye lim fx lorsque yeq ^-- 1 oo w t — oo. Maintenant 
il ne convient pas d'étendre la signification de la proposition yelimfx à d'autres 
cas ; et nous poserons, comme définition du signe lim fx : 

20. HpPll. Q.lim/a5 = (q — 'toow^t— oo)^-lim/a;. Def. 

"Par lim /as nous entendons les nombres finis, ou égaux à ± oo, qui, selon les 
définitions 1, 12, 16, sont des valeurs limites de fx." 

En développant les définitions de la limite d'une fonction, nous avons fait 
usage des limites supérieure et inférieure d'un ensemble, et des ensembles 
fermés. Ces idées sont plus simples que l'idée de la limite d'une fonction. Les 
idées des limites supérieure et inférieure d'une classe, et aussi des points limites 
d'une classe, s'expriment au moyen de la seule idée logique de classe ; la limite 
d'une fonction exige encore l'idée de fonction ou de correspondance. En consé- 
quence les auteurs qui définissent les points limites d'un ensemble en se servant 
de la limite d'une fonction, expliquent une idée facile au moyen des idées plus 
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compliqués ; et s'exposent encore à des difficultés, sur lesquelles nous ne voulons 
pas nous arrêter. 

Sont liés à la limite d'une fonction deux classes, que nous indiquerons par 
(i' (/, u) et fix (/, u) , et que nous allons définir. 

21. HpPU. oV(/> «) 

= q *-s m E {asq./[u ~ (a + Q)] ^ (m + Q) =A- ~ =«A- Def - 

"Ayant /et m la même signification, par y! (/, u) nous désignons tout nombre m 
tel qu'il y a un nombre a, de fapon que nulle valeur de /[w*-^ (« + Q)] ne soit 
plus grande que m." 
21'. HpPll. .^(/, u) 

= q^më{aeq./[w^(a + Q)] -— (»n — Q) = ^. ~ = a A\- Def - 

Au second membre de l'égalité qui figure dans la déf. 21, la lettre a est appa- 
rente puisqu'elle figure aussi comme indice au signe ~ = . La lettre m est 
aussi apparente ; car la proposition entre ]....}• est une condition contenant la 
lettre m, et en posant en avant le signe me, on a une classe indépendante de m 
(Intr. §17). Donc ce second membre dépend des lettres /et u; et nous l'avons 
indiqué par y! (/, u) . Mais, puisque dans cette Note les lettres / et u ne 
changeront jamais de signification, pour abréger nous écrirons fi' au lieu de 
fi' (/, u) ; et écrirons ^ au lieu de ^ (/, u) . 

Opérons sur les deux membres de l'égalité qui figure dans la P21 par le 
signe me ; en appliquant les règles que nous avons déjà vues, et en simplifiant 
l'expression me me on a : 

22. HpPll. Q .-. me[i'. = : meq : aeq ./[w — (a -f- Q)] — (m + Q) = A-~ =«A> 

" m appartient à la classe fi', lorsqu'il est un nombre fini, et qu'on peut déter- 
miner un nombre a tel qu'il n'y a pas de valeur de fx, pour x contenu dans la 
classe u et supérieur à a, qui soit plus grande que m." 
La proposition conditionnelle : 

(a) a, wieq./O^ (a + Q)] — (m, + Q) = &• ~ =«, mA 

qui figure au second membre de l'égalité dans la Pi 5, est identique à 
(J3) meq : aeq.f[u <~> (a + Q)] ^ (m + Q) = A ■ ~ —aA : ~ =«A • 

C'est l'intuition qui nous dit que les propositions (a) et (/?) sont équivalentes ; 

7 
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mais on peut ériger en règle générale cette transformation de la (a) dans la (/3) . 
Si a x et & Bj y sont des propositions contenant les lettres qui figurent comme 
indices, la proposition a^^ „ ~ =», yA " il "y a des valeurs de x et de y qui satis- 
fait aux conditions a x b x%y " est identique à la a x .b Xi y ~ =j / A*~ = »A ( ou > en 
adoptant les parenthèses, a x (b Xi y ~ =j,a) ~ = i»A) " ^ J a ^es valeurs de œ qui 
satisfont à la condition a x et tels qu'il y a des valeurs de y qui satisfont à la 
condition b XiV . En examinant l'Introduction au Form. on voit que cette 
transformation est la P3 du §18, dans laquelle on a pris les négatives des deux 
membres. 

Or, ce qui dans la (/3) précède le signe ~= OTj ^, par la P22, est identique 
à mefi'. Donc la (/?) se transforme en 

(y) »«¥'• ~ =™A 

la quelle est identique à 

(5) f'~=A> 

par une identité logique contenue dans Form. I, §4, P6 (Intr. §16, P5). Sub- 
stituons enfin dans la Pi 5 au second membre (a) sa valeur (S) ainsi trans- 
formée ; on a 

23. HpPll. Q : oo~ elim/as. =.^'~ = j^. 

" L'infini n'est pas une limite de fx, lorsque la classe ^ existe, et réciproque- 
ment." Analoguement 

23'. HpPll. q: — oo ~ filim/cc.= .^^ = A- 

Nous allons prouver que 

24. HpP 1 1 . <m'e(i'. »i 1 e^ 1 . Q . m' > m x . 

" Tout nombre m! de la classe fi' est supérieur, ou égal, â tout nombre rn x de la 
classe Hi" En effet, substituons à m' efi' . m^^ les valeurs qu'on tire des défini- 
tions de p! et fi lf P22. En sousen tendant toujours HpP 11, qui explique la 
signification des lettres u et /, on a : 

(a) m'ey!. rn^i . = : m'eq : asq ./ [u «-«. (a + Q)] «— > (m' + Q) 

= A- ~ =«A : w ieq : «eq ./[M*-* (a + Q)] ^ («! — Q) = A- ~ =«A- 

Groupons différemment les propositions du second membre de la (a), ce qui est 
permis par les propriétés commutative et associative de la multiplication logique. 
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Et ensuite appliquons la règle de logique (Int. §18, P7) qui transforme l'en- 
semble des propositions 

«a ~ —xA- K ~ —xA > 

"il y a des x qui satisfont à la condition a x , et il y a des x qui satisfont à la 
condition bj' dans sa équivalente 

«A ~ =». »A*i 

" il y a une valeur de y et une de z qui satisfont aux conditions a y b z ." (On se 
tromperait en la transformant en a x b x ~= a! A0 Dans notre cas nous avons deux 
propositions qui contiennent comme indices la même lettre a ; nous en ferons 
une proposition seule en écrivant deux lettres différentes a' et a x dans les deux 
formules, et l'on a : 

(/?) m'ef/. m^i . = :rn', m x «q : a', a^q ./ [w <—> (a' + Q)] <— (m! -f- Q) 

= A'/ [« ^ («1 + Q)] — (»»1 — Q) = A- ~ = «'. a,A ' 

"dire que m' et wii appartiennent respectivement aux classes (i' et y, est 
identique à dire qu'ils sont des nombres finis, et qu'on peut déterminer deux 
nombres a' et % tels que nulle valeur de/[w^(a'+Q)] ne soit plus grande que 
m', et nulle valeur de/[«/-^(a 1 + Q)] ne soit plus petite que m l ." 

(y) m', niisq . a', a x eq ./ [u <~* (a' + Q)] ^ (m' + Q) 

= A-/0-^ ( a i + Q) ^ ( m i — Q) = A- : xsu^(a' + Q) -— («j + Q). ~ =^. 

"Or, étant m! et wîj des quantités, et a!, a x des quantités qui vérifient aux condi- 
tions dont on a parlé précédemment, on peut déterminer un nombre x appar- 
tenant à la classe u, plus grand que a' et que a a ." En effet, puisque Vu= », 
il y a dans la classe u des nombres supérieurs à a' et à a^ . 

(S) Hp(y). xsu ~ (a' -f- Q) ~ (a x + Q) . ./œ < m'. 

"En conservant les hypoth. de (y), et si m est un nombre dont on vient de 
parler, fx ne supère pas m'." Si l'on désire analyser ce passage, remarquons 
que /[u ^— - (a' + Q)] <--> (»»' -f Q) = ^, en transportant le second facteur dans le 
second membre, et en posant m' — Qq au lieu de ~ (m' + Q) , se transforme en 
/ [m <-* (a' + Q)] q m' — Qo ; maintenant des hypothèses 

xbu^ (a' + Q) ./[î*~ («' + Q)] Q m' - Qo, 
on déduit fxjern' — Q„ , 
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comme resuite de l'identité logique xeu ./uqv. Q.fxev, (conséquence immédiate 
de Intr. §29, P3) et fxem! — Qo est identique à la thèse fx<m'. Analoguement 

(e) Hp(5). Q.fiB>nh. 

Composons les (è) et (g) , qui ont la même hypothèse : 

(?) Hp(â) . q ./x < m'.fx > m 1 . 

Or de la Thèse de (?) , par l'arithmétique on a m' > m ; 

{n) Ths(?). .^'>^i, 

et la thèse de (rç) est la thèse du théorème 24 à démontrer. Dans les démonstra- 
tions qu'on fait avec le langage ordinaire, on s'arrête habituellement à ce 
point ; mais nous voulons, par des transformations successives, obtenir toute la 
P24. À cet effet, les (?) et (>?) sont les prémisses d'un syllogisme (Form. I, 
§1, Pl3), dont la conclusion est Hp(?) q Ths(>7), ou, en développant : 

(0) Hp (y) . xeu ~ («' + Q) — (^ — Q) . q . m' > m x . 

Ici l'Hyp. contient la lettre x, qui ne figure pas dans la Thèse ; on la élimine par 
la loi que une déduction a x<y Q^ y b x , où l'Hp. contient la lettre y qui ne figure 
pas dans la Ths., est identique à la a Bi y ~ = Î/ A • 0»^« : " S'il y a des valeurs de y 
qui satisfont à la condition a x>y , alors est vraie la bj' (Intr. §18, PlO). Par 
cette transformation la (0) devient 

(0 Hp(y) : xeu — (a' + Q) ^ (a x — Q) . ~ = xA : Q . ThsP 24, 

" dans les Hp. de la (>y), s'il y a un nombre x tel que . . . . , alors est vraie la 
Ths. du théorème." Or la (y) dit que la seconde partie de l'Hp. de la (<,) est con- 
séquence de la première partie ; donc on peut supprimer cette seconde partie, 
par l'identité logique aç)b.= .a = ab (Porm. I, §1, P33). En la supprimant, 
et en développant l'abréviation Hp(y) on a : 

(x) m , vn'eq . a', a x eq ./ \u *— ■ {a! + Q)] <~~* (m' + Q) 

= A-/[«~(«i + Q)]~K-Q)=À-0-ThàP24. 

L'Hp. de cette proposition contient les lettres a' et a x qui ne figurent pas dans la 
Ths. ; on les élimine avec le même procès, et l'on a : 

(X) m , m'eq : a', a x eq ./ [u /->. (a 1 + Q)] «--» (m' + Q) 

= À-/0*~ («i + Q)^ K-Q) = A.~=«',«,A:0-ThsP24. 
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Mais par la ((3) , PHp. de la (X) est identique à m'efi'. m^sfix ; donc : 

m'en', m^fti .Ç).m'>m x . c. q. f. d. 

Théorème. — "Ayant u et / la même signification, si 1' oo et — oo ne sont pas 
des valeurs limites de fx, alors la limite inférieure des nombres (i' et la limite 
supérieure des nombres ^ x sont des nombres déterminés et finis, et la première 
n'est pas inférieure à la seconde" : 

25. HpPl 1. oo ~ g lim/a? . — oo ~ elimfx . Q . \^!, l'^eq . Ijft' > l'/Ki • 

En effet la P23 a la forme aç).b = c, la quelle est identique à l'ensemble aoQc 
et acç)h ; comme nous avons déjà dit pour expliquer la transformation de la Pi 
dans les P2 et P3. Nous écrirons seulement la première des deux proposi- 
tions, la quelle est : 
(a) HpPl 1 . oo ~ s lim/b . q . fi' ~ = j^. 

De la P23' on tire analoguement 

(a') HpPll. — oo~ g lim/œ. Q . [i x ~ =A- 

La P24, en exportant HpPll, devient : 

(j3) HpPll. o:OTV'.m#i-0»', TO ,- m '^%- 

Multiplions logiquement membre à membre les propositions (a) (a') et (/3) 
(Porm. I, §1, P30) ; en simplifiant, c'est-à-dire en écrivant une seule fois les 
facteurs logiques répétés, comme dit l'identité logique aa = a (Form. I, §1, P6), 
on a: 

(y) HpPll. oo~ e lim/a3. — oo ~ e lim fx . Ç) : 

{*' ~ — A-^i ~ = A : m V- w i e i«i • Om', «., • m' > ™i . 

Or dans la théorie des limites supérieures et inférieures des ensembles, on a la 
proposition : 

(S) u , veKq . u ~ = a • v ~ = A : m ' eM • m i BV • CW, m, wî' > »»! : q . \ x u, rWq . \u > Yv . 

"Etant u et v des ensembles de nombres, effectivement existantes, si chaque 
nombre de u est supérieur, ou égal, à chaque nombre de v , alors la limite infé- 
rieure des u et la limite supérieure des v ont des valeurs finies, et la première 
est supérieure, ou égale, à la deuxième." Cette proposition est une conséquence 
de Porm. V, §3, P4, P4' ; mais elle n'est pas explicitement contenue dans le 
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formulaire publié, et il sera bien de l'ajouter. Si, dans la (â) au lieu de u et v 

on lit fi' et jx 1} elle devient 

(e) Ths(y)QThsP25. 

Mais on peut mettre la (y) sous la forme 
(£) HpP25 Ths( y ). 

Les (g) et (£) sont les prémisses d'un syllogisme, dont la conséquence est 

HpP25 |}ThsP25. 

Théorème. — "Si la limite inférieure des nombres p' est finie (comme cela 
arrive dans les hypothèses de la proposition précédente), elle est une valeur 
limite de la fonction fx " : 

26. HpPll. Veq.Q.li^'elim/a:. 

En effet, appelions l cette limite inférieure, c'est-à-dire posons 

(a) Z=V. 

La définition de la limite inférieure d'une classe est (Form. V, §3, Pi'), 

03) ueKq . feq . Q : : l = \ u . — ... u —> (?— Q) = a : ye?+Q . Q^ • u^{y — Q) ~ = A- 

" Etant w un ensemble de nombres, et Z un nombre fini, on dit que ? est la limite 
inférieure des u, lorsqu'il n'y a pas de nombre u inférieur à l; mais, quel que 
soit le nombre y supérieur à l, il y a toujours des nombres u inférieurs à y." 
Posons dans la (/?) fi' au lieu de u; par HpP26, hypothèses que dans cette 
démonstration nous sousentendons toujours, l'hyp. de (/3) est vraie, et on ne 
l'écrit plus ; et la (a.) se transforme dans l'ensemble des deux propositions 
iï) et {o): 

(y) /"'~(z-Q) = a. 

(S) 2^ + Q.CW~(2/-Q)~= A . 

Transformons d'abord la (y). Opérons par le signe me; on a : 
(e) men'. mel — Q . =», A- 

Substituons à mep' sa valeur donnée par la P22; remarquons tout de suite que 
meq.mel — Q se réduisent à msl — Q, car la première condition est contenue 
dans la seconde ; on a : 

(£) mel — Q:aeq./[w^(a + Q)] — (m + Q) = a- ~ =«A : =«À- 
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Or la proposition a x . b xy ~— y A- = * A> " ^ n 'y a P as de v al eur de x qui satisfasse 
à la condition a x , et telle qu'on puisse déterminer un y qui satisfasse à la condition 
b„ tU " est identique à la proposition a x b a;y = Xiy j^, "il n'y a pas de valeurs de 
x et de y qui satisfassent aux conditions a x b xy " (Intr. §18, P3). Appliquons 
cette transformation à la (£), en supposant que x soit m, y la a, que a x repré- 
sente la mel — Q, et b xy toute la proposition entre (:). On a : 

(ri) mel — Q. aeq ./[« *-* (a + Q)] — (m + Q) = a- =«, «A- 

Transportons le troisième facteur dans le second membre, par l'identité logique 

ab = A • == • a ~ ^ > on a : 

(6) wieZ — Q. aeq . Q a , M ./[«^ (a + Q)] ~ (m + Q) ~ = A- 

Posons l — A au lieu de m ; la mel — Q devient l — hel — Q, ou AeQ, et on a : 

(t) AeQ . aeq -Oa, » •/[« — (« + Q)] — (Z — A + Q) ~ = A- 

" Quel que soit le nombre positif A, et quel que soit le nombre a, il y a toujours 
de valeurs de / [u r~ , (a + Q)] plus grandes que ? — A." 

Maintenant transformons la prop. ($) . Posons Z + A au lieu de y ; on a : 

(«) AeQ.o*V^(Z + A-Q)~=A. 

Opérons la thèse par me ; substituons à msfi' sa valeur donnée par P22 ; rédui- 
sons les deux propositions wieq . mel + A — Q à la dernière [cfr. la transforma- 
tion de la (y) en (£)] ; la (x) devient 

(A) fo?Q . Q h .'. mel+h — Q :aeq./[>^(a+Q)]^(m+Q) = A- ~ =»A : ~=mA- 

Or une proposition de la forme a»:^.*^,,. ~= y A : ~ ^A (^ y a des x <l u i 
satisfont à la condition a x et tels qu'il y a des y qui satisfont aux conditions 
b v • c x< y ) est identique à la proposition b y :a x .c^ y .~ =aA : ~ = vA> transforma- 
tion analogue à celles que nous avons déjà appliquées plusieurs fois (Intr. §18). 
Appliquons cette transformation à la thèse de la (y) ; les lettres x et y sont ici 
meta; a x est mel + h — Q, b y est aeq, et c Xy y est/[?*>-- (a+Q)]'— >(m +Q) = A> 
la (X) se transforme en : 

(m) AeQ . Ç) h .'. aeq : mel+h — Q ./ [ M ^( a -|_Q)] ^ (m+Q) = A- ~ =»»A : ~=aA- 

Or on a : 

(v) aeq.meZ+A-Q./[w— (a+Q)]^(*n + Q)=A.O./[w^(«+Q)]0^+^-Q- 
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" Etant a un nombre, m un nombre plus petit que l -\-h, s'il n'y a pas de valeur 
de / [u <— « {a -\- Q)] supérieure à m, alors toutes les valeurs de f[u <-*■ (a + Q)] 
sont inférieures à l + A." En effet /[m -— - (a+Q)] <— .(m + Q) = A es * identique 
à /[w^(a + Q)] Q»n — Q ; la classe m — Qo0^ + ^ — Q» tout nombre non 
supérieur à m est inférieur à l+h; donc /[w-^(a + Q)] qZ+ A — Q. Dans 
la (v), l'Hyp. contient la lettre m, qui ne figure pas dans la Thèse ; on la élimine, 
selon les règles connues (Int. §18, PlO), et l'on a : 

(£) aeq:rner+h— Q./O — (a + Q)] ^ (m + Q)=A- ~=»A : 0- 

Or étant a et b des propositions, de aÇ)b on déduit a~ == A , Q , ^~ == A (Eorm. I, 
§3, Pl4). Donc, en opérant sur les deux membres de la (£) par le signe ~ = a A> 
on a: 
(o) Ths(jtt) . Q : aeq ./[« ~ (a + Q)] 1 + h — Q . ~ =„ A . 

Par le syllogisme, de ((i) et (o) on tire 

(tf) AeQ • Oa : «eq ./[t* — (a + Q)] Q Z + h — Q . ~ =„a- 

"Quel que soit le nombre positif h, on peut déterminer un nombre a tel que 
toutes les valeurs de la fonction, pour x^>a, soient plus petites que l -\- h." 

Nous avons donc décomposé la (a) dans l'ensemble (y)(S), transformé la (y) 
en (t) et la (S) en (71) ; nous allons recomposer les (<.) et (n) . Soit h une quantité 
positive, a une quantité choisie de façon que toutes les valeurs de/ [m-— -{a + Q)] 
soient plus petites que l -f- h ; soit b une quantité quelconque, appelions c le 
plus grand des deux nombres a et b . Sera c un nombre ; donc, en substituant c 
à a dans (t) on a : 

(p) heQ, . aeq ./[w ^ (a + Q)] Q ? + A — Q . 6eq . e = max(a, b).çy. 

/[i*~(c + Q)~(Z-A + Q)~= Af 

"il y a des valeurs de /[«'— (c ■+• Q)] plus grandes que l — h." Or, puisque 

c>a, onac + Qoa + Q, tout nombre supérieur à c est aussi supérieur à a ; 

en multipliant par u : 

w— (c + Q) q w~ (a + Q); 

opérons par le signe /(Form. I 7 §5, P5) ; la relation subsiste dans le même sens : 

/[>,~(c + Q)]Q/|>~(a + Q)]. 
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Mais par Hp(p) , / [u «•—* (a -+- Q)] Q Z + A — Q ; donc 

(a) Hp(p). ./!><-(c + Q);io*+A-Q, 

" toutes les valeurs de /[«<-> (c -j- Q)] sont plus petites que Z-j-A." On peut 
aussi écrire cette déduction sous la forme 

/[tt~(o + Q)]=/[t*~(e + Q)]~(J + A — Q). 

par l'identité logique aQè. = .a = aô (Form. I, §1, P33). Substituons dans le 
second membre de la (p) à/[w^(c + Q)] sa valeur qu'on vient de trouver; on a 

(t) H P ( p ). ./[m — (c + Q)]^(Z + A-Q) — (J-A + Q)~= A . 

On peut remplacer (Z + A — Q) /-» (Z — A -j- Q) par l'intervalle (Z — A) (Z + A) ; 

et l'on a : 

(«) Hp(p). ./[«~(c + Q)]~(*-A)-(/ + A)~=A. 

"il y a des valeurs de / [u -~-- (c + Q)] appartenant à l'intervalle de Z — A à 
? + A;" d'autre coté on a 

c>b, 

d'où c + Qo& + Q, 

«-(cfQ)o^(HQ), 
/[«-H Q)] o/ O - (*> + Q)] , 

/|><- (e + Q)] - (Z- A) - (Z + A) o/O- (* + Q)] - (?- A)-(Z + A). 

Faisons suivre les deux membres par le signe ~ = A ; la relation subsiste dans 
le même sens (Form. I, §3, Pi 4) ; on obtient 

(*) Thfl(w). 0-/O~(* + Q)] - (Z- A)~(Z+ A) ~ = A . 

Des prémisses (u) et (<£>), par le syllogisme, on a Hp(p) q Ths(4>), ou, en 
développant 

(z) ^ e Q • ae( l -/O — ( a + Q)] l + A — Q . èeQ . c = max(a, b) . Q . 

/O — (6 + Q)] — (Z-A)-(Z + A)~= A . 

L'Hp(%) contient les lettres a et c qui ne figurent pas dans la thèse. On 
élimine c en supprimant la proposition c = max(a , b) , car étant a et b deux 
nombres, il y a toujours le plus grand. On élimine a par la règle connue 
(Int. §18, PlO), et Ton a: 

{^) AeQiaeq./O^ (a + Q)] 0* + A- Q. ~ = aA :&<iQ . . ThsGs). 

8 
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Mais la deuxième partie de cette hypothèse est contenue dans la première, 
comme dit la (n) ; on peut donc la supprimer, par la règle aç)b . = . a = ab ; on a : 

(co) faQ / 6eQ.o./|>~(6+Q)3~(?-A) — (7 + A)~= A . 

Mais, par la P6, la (a) est identique à 

le lim fx , 
qui est la proposition à démontrer. 

Analoguement on a : 
26'. HpPll. Vfi^q.o.Yft^ lim fx. 

Il suffit en effet de faire quelques changements des signes -f- en — et 1' en lj dans 
la démonstration de la P26 pour démontrer la 26'. Mais, puisque cette démon- 
stration est assez longue, et dans cette Note nous nous proposons d'étudier les 
différentes formes de raisonnement, on peut déduire la 26' de la 26 par la 
transformation suivante. On a (Form. V, §3, Pi 6), 

l 'fi = — li (— (ii) » 

ou, en écrivant toutes les lettres, qu'on ne peut pas ici sousentendre (voir P21 

etP21'), 

(a) V(ij, (/, u) = — lj [— ft (/, m)] . 

Mais on reconnaît facilement que 

(P) — (ii (/. u ) = fi' (— /. «) . 

"la classe des nombres ix 1} correspondants à la fonction/, et à la classe u, 
changés de signe, est identique à la classe des nombres fi', correspondants à la 
fonction — /, et à la même classe u." Donc: 

(y) l>i (/» «) = — V (— /, u) . 

Maintenant, par la P26, que nous venons de démontrer : 
(S) V {—f,u)e lim^ u> «,— fx . 

Il est aussi facile de prouver que 

(e) lim *. «, co— fx = — lim*, u> „fx . 

De la (y), {h) et (e) on déduit la P26'. 
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Théorème. — "Ayant u et /la même signification, si ni oo ni — oo ne sont des 
limites de /ce, alors il y a des valeurs finies, limites de fx." 

27. HpPll. oo~elim/x. — o° ~ s lim fx . Q . q -— - lim fx ~ = A- 

En effet, la P25 et la P26 sont : 

(a) HpPl 1 . go ~ s lim/c . — co ~ g lim fx.Q. l^u'eq , 

(/?) HpPll. 1^'gq. Q.lijw'glim/a;. 

On en déduit 

{y) HpPll. co ~ e lim/c. — co~ e lim/c . q. lj^'eq — lim/c. 

La forme de cette déduction est, que si aÔQc . acQc?. . Q.abQcd, où a = HpPll, 
è = ( co ~ g lim fx) (— oo ~ e lim fx) , c = (lifi'eq) , et cZ = (1^'e lim /c) . Cette 
formule de logique n'est pas explicitement contenue dans le Form. ; mais elle est 
réductible aux formes que y sont contenues. Or, étant u une classe, de xsu on 
déduit m~=^, (si x est un individu de la classe u, alors la classe u n'est 
pas nulle) ; donc : 
(S) Ths(y) . q . q — lim/» ~ = a • 

Les (y) et (K) sont les prémisses d'un syllogisme, qui a pour conclusion la propo- 
sition à démontrer. 

Dans la P27 transportons les Hp oo ~ e lim fx . — ce ~ g lim fx dans le 
second membre, selon l'identité logique abcçyd . = . aÇ)d> -— ' ~ b -— - ~ c (Form. I, 
§2, P25). On a: 

(a) HpPll. q. q-— v lim/c :~ = A-"-" ' • °° elimfx . ■— -. — ooglim/œ. 

"Ou il y a des nombres finis qui sont des limites de fx, ou l'oc, ou — oo en 
sont des valeurs limites." La prop. oo g lim/» est réductible à la forme 
t oo *-~slim/sc ~ = a : e ^ l a ( a ) devient : 

(/3) HpPll. Q.q-— lim/c~=A- w '-t 0lC ' '^~lini/c~=A-"-'-( t — oo)^lim/a;~=A- 

La formule a ~ = A-^ • ° ~ —A- = • a ^ 6 ~ = A (Form. I, §3, P9) transforme 
la (/?) en : 

(y) HpPll. Q.(q-— *lim/cc) ^ (t oo ^-s lim/c) ^- '(t — oo —v lim/c) ~ =a 

et la («^^(^^(a^^c (propriété distributive de la multiplica- 
tion, Form. I, §2, P22), transforme la (y) en : 

(è) HpPll. Q.(q^t»-w{ — oo)— . Umfx ~ = a- 
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Celle ci, par la définition PlO, devient 

28. HpPll. Q.lim/x~ = a- 

"Toute fonction fx, donnée pour les valeurs de la variable appartenant à un 
ensemble illimité supérieurement, lorsque la variable tend à l'oo , a des valeurs 
limites." 

Théorème. — " Si un nombre z est supérieur à quelque nombre m de la classe 
fi', il n'est pas une limite de fx." 

29. HpPll. ms/i'. zsm + Q.Q. z ~ elim/as. 

En effet, posons A = z — m ; A sera une quantité positive. Toute l'intervalle de 
z — h k z-{- h sera contenue dans l'intervalle de m à oc, car 

(z — h)~ (z+ A) = (z — A + Q)^(z + A — Q) par la définition de l'intervalle 

(Form V, §4, P41), 

(z — A -f Q) r-> (g + A — Q) Qs — A 4- Q, par la formule a&^a (Form. I, §1, P5), 
z — A + Q = »j + Q , puisque 2 — h~ m. 

Donc : 

(a) msq . zsm + Q,.h = z — m.Ç). AsQ . (z — h) — (z ±h)ç)m -f Q . 

Maintenant soit a un nombre tel que / [u --v (a 4- Q)] .— -, (m +Q) = a? sera aussi 

/[w — (a + Q)]^( s -A)~( z + A) = A 

par la formule de logique aç)b . bc =A- - ac = A (Form. I, §3, P31) ; et l'on a : 

(/?) HpPll. Hp(a).a e q./[ W ^(a + Q)]~(m + Q)=A-0- 

AeQ . aeq ./[m -— . (a 4/- Q)] ^ (z — A) — (z -M) = A- 

Nous avons dans la Ths. répété l'Hp. aeq, par la formule de logique 
açyb. Ç).aÇ)ab (Form. I, §1, P29). Or, par la P8 on a: 

(7) Ths(/3) . Q . z ~ elimfx, 

des prémisses (fi) et (y) on a , Hp(/3) q Ths(y) , ou, en développant : 

(h) HpPll. msq. zsm + Q. A = z — w.aeq ./[«<-> (a + Q)] ^(m + Q) = A-0- 

s ~ e lim/œ. 

On élimine la lettre A, qui ne figure pas dans la Ths., en supprimant la proposi- 
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tion A = s — m, qui est sa définition. On élimine a par le procès bien connu 
(Int. §18, P10), 

(e) HpPll. meq . zem + Q : aeq ./[m ^(a + Q)] ^ (m + Q) = A- ~ =«A : • 

z ~e lim/œ. 

Or, par la P'22, weq:afq ./[w--«(a + Q)] -—(m -f Q) = A- ~ =«A est identique à 
msfi' ; en substituant, la (e) se transforme dans la proposition à démontrer. 

Dans l'Hp. de la P 29 il y a la lettre m qui ne figure pas dans la Ths. ; 
éliminons-la ; on obtient : 

(a) HpPl 1. ze<\ : mefï . mez — Q . ~ = TO A : • z ~ s nm /* > 

(/?) » .^-(» — Q)~=a-0- " " 

Or p' s—* (z — Q) ~ = A "il y a des nombres de l'ensemble p', plus petits que 2" 
est identique à z> 1^', " la z est plus grande que la limite inférieure des p'." 
Substituons dans la (/?) ; on a le théorème 

30. HpPll. zeq.z^>\ i (i.Q.z~s\imfx. 

" Si z est un nombre plus grand que la limite inférieure des nombres [t!, il n'est 
pas une limite de /a?." Analoguement on a: 

30'. HpPll. zsq.z<Y[i 1 .Q > .z~6lixnfx. 

On déduit que la 1^' et V[t lt lorsqu'elles existent, sont respectivement le maxi- 
mum et le minimum de la classe limfx. 

Il est intéressant le cas où il y a une seule valeur limite de la fonction. 

Appellons-la y. Pour indiquer que y est la seule valeur limite de fx, sans 

introduire des notations nouvelles, il suffit de dire que la classe limfx est 

identique à la classe formée de l'individu y; or cette classe est indiquée par 

ty ; donc nous écrirons 

limfx = iy. 

Dans la pratique on pourra sousentendre le signe t ; et écrire (comme avons vu) 
ye limfx pour indiquer "y est une limite defx," et (selon l'habitude) y = limfx 
pour indiquer "y est la limite de fx" Mais ici nous adopterons la notation 
complète (voir Int. §31). 
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Théorème. — "Ayant u et /la signification connue, et étant y un nombre fini, 
la condition nécessaire et suffisante pour que y soit la limite de fx, est que la 
limite inférieure des nombres (t' t et la limite supérieure des nombres ^ coïn- 
cident avec y " : 
31. HpPll. yeq . Q : iy — limfx . = . l 1( w' = l'/tt x = y. 

En effet, des HpP31, si limfx= ty, puisque «/~ = oo, c'est-à-dire puisque 
oo ~ siy, en substituant à iy sa valeur égale limfx, on a oo~ s limfx : 

(a) HpP31. ty = limfx. Q . oo~ elimfx. 

Analoguement 

(/?) HpP31. ty = lim/cc. Q. — oo~elim/cc, 

Composons les (a) et (/3) : 

(y) Hp(a) . • °° ~s limfx . — °° ~ e lim/x 

de la P25 on a : 

0) Hp(a) . Ths( r ) . o . V, l> ie q • 

Supprimons ici Ths(y) , qui, par la (y) est conséquence de Hp(a) ; on a : 

(s) Hp(a) . o . V, r^ieq . 

Or, en multipliant les propositions 26 et 26' on a : 

(0 Hp(a) . Ths(e) . o . V, IV Km fx . 

Supprimons Ths(e), qui est conséquence de Hp(cc), comme dit la prop. (e); 
développons le second membre ; on a : 

(ri) Hp( a ) • • Ij^' 6 Km /a; . Vfa elimfx. 

Substituons à limfx sa valeur égale ty, comme dit Hp(a) : 
(0) ^(a).Ç).l^'siy.l'ii } eiy. 

Or le groupement des signes et est identique au signe =; en substituant, et en 
développant Hp(a), on a : 

(i) HpP31 . lim fx = ty.Q. Ijfi' — y . Yfii = y . 

Réciproquement, de la P26 on a: 

(») HpP31. y— l lf i' = l'(i 1 .Q ) .y6 limfx, 

(X) Hp(*).o. V, l> lP q. 
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Or si une classe a une limite inférieure, ou une limite supérieure elle existe, 

effectivement : 

weKq . Yueq . Ç) . u ~ = ^ . 

Cette formule n'est pas écrite dans le formulaire ; on fera bien de l'ajouter. 

Dans notre cas : 

(fi) Hp(*) . Ths(^) . o • fi! ~ = A • l"! ~ = A- 

Supprimons Ths(A.) qu'est conséquence de Hp(x) , par la prop. (A) ; on a : 

(*) H P(*)-0-^~=A-^i~=A- 

Or (P23 et P23'), ^' ~ = A signifie oo~clim/a;; et (i x ~ = a signifie 
— oo ~ e Mm /a; ; donc : 

(£) Hp(3s) . Q . oo ~ g \\xafx . — o» ~ e lim /a; . 

La P30 dit dans notre cas : 

(o) Hp(fc) . 2gq . 2 >• j/ . Q . 3 ~ « lim fx . 

À zeq . a >• £/ substituons zsy -+- Q; transportons le deuxième membre, et expor- 
tons Hp(x) ; la (o) devient 

(ti) Hp(») • D : «y + Q - ?■* Hm /as . =,^. 

et, en opérant la Ths. par ze, 

(p) Hp(«) . q ■ (y + Q) — lim /as = A . 

Analoguement la P30' devient 

(pO Hp(»).o.(y-Q)^lim/ B = A . 

Or, P20, lim /as = (q w t » w t — oo).—. lim fx. L'ensemble des nombres réels 
q se décompose dans les nombres inférieurs, égaux, et supérieurs à y ; q = (y — Q) 

'■— iy w (y + Q) ; d <> nc 

(a) Hp(x) . q . lim/x = [t oo w (y + Q) w ty — (2/ — Q) — t (— »)] <— lim /a;. 

Or la (£) dit que t 00 «— > lim /as = A> et que (t — 00) .—v Km /a; = A 5 l es (p) et (pO 
donnent {y + Q) .-s lim /as = Ai e * (j/ — Q) ""^ lim /as = A > donc l a ( ff ) se 
transforme en : 
(r) Hp(x) . q . lim fx = tj/ '— ■ lim /x, 
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qui, par l'identité logique a = ab . — . açyb devient 
0) Hp(jB).o.Hm/a;Qiy. 

On peut écrire la (x) sous la forme : 

(<?>) Hp(*).o.tyolim/x. 

Composons les (v) et (<|>) ; on a, en développant Hp(#) : 

{%) HpP31. y — V = r>j . o . lim/a; = t y . 

Les propositions (t) et (#) ont la forme abçyc . acQb , qui est réductible à la forme 
aQ .b = c; en faisant cette combinaison des (t) et (%) on a la proposition à 
démontrer. 

Nous voulons enfin réduire la proposition lim/sc = iy à une autre forme, et 
précisément à la forme qu'on prend généralement par définition : 

32. HpPll. yeq . Q .*.*. lim/a: = iy . 

= : : AeQ . Q A .\ aeq : xm . x > a . q x . mod (fx — y) < h : ~ =«A- 

"Ayant m et / la signification connue, si 3/ est un nombre fini, la condition 
nécessaire et suffisante pour que la limite de fx se réduise au nombre y, est que, 
pour toute valeur du nombre positif h, on puisse assigner un nombre a, tel que 
l'on ait mod (fx — y) <Ch pour toutes les valeurs de x, appartenant à l'ensemble 
u, et supérieures à a." 

En effet, le théorème précèdent transforme la proposition lim/a; = ty en 

V = V = l 'th : 

(a) HpP32. P31. : lim fx ~ cy . — . y — V = \%. 

Supposons donc y = l 1( a' = l'^i ; prenons un nombre positif h ; puisque y est la 
limite inférieure des p', on peut déterminer un nombre m', appartenant à l'en- 
semble (i 1 , et plus petit que y + h ; et puisque y est la limite supérieure des ^ , 
on peut déterminer un nombre m x de l'ensemble y. x , plus grand que y — h : 

((3) HpP32. y — V = l'fii .heQ.Q: m'en' .m' <y + h . 

~ = m , A : rn x s(i x . m x > y — h . ~ = m , A- 

Et étant m' et wij les nombres dont on vient de parler, par la définition de p' 
et ^j, on pourra déterminer un nombre a' tel que nulle valeur de/[«^—(a'f Q)] 
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ne soit plus grande que m', et on pourra déterminer un nombre a^ analogue pour 
la classe fa : 

(y) Kp((3).m.'e(i'. m'<.y + h.m 1 6(i 1 .'m 1 >y— h.Ç) : a'eq./[V-^(a'+Q)]<~*(m' + Q) 

= A- ~ =«' A : «ieq-/b^(«i+Q)]^( m i — Q) = A-~ =a,A- 

Or, étant a' et a a les nombres dont on vient de parler, si l'on nomme a le plus 
grand des nombres al et a 1 , il est facile de voir que les valeurs de f[u -— » (a+Q)] 
sont comprises entre y — h et y -\- h: 

(h) Hp(y).a' e q./[ M -(a'+Q)]-s(m' + Q) = A .a ie q./[M-(a 1 +Q)]-s(»n 1 -Q) 

=^.a = max« «i) • •/ [m -^ (a + Q)] Oty — ^) — (# + &)• 

On prouve cette déduction par des transformations connues. Des Hp. on a a>a', 
d'où « + QQa' + Q,/[>^ (a + Q)]Q/j><-(«' + Q)]; mais /[«~ (a' + Q)] 

— (mf + Q) = A» P ar Eyp., donc /[« "** (a + Q)] — ( w ' + Q) = A» P ar la 
formule de logique aç)b ,bc = A . q . ac = A . 

Analoguement on a a>ai, d'où /[w-->(a + Q)] o/[' M '~" ( a t + Q)] ! mais 
/[w- («! + Q)]^ (»»! — Q)=A» donc/[M^(a + Q)]^(m x — Q)= A - 

On peut écrire ces deux relations sous la forme f\u <-^ (a + Q)] 3 m' — Q , 
/ [m --^ (a + Q)] ^h + Qo ; e Q l es composant, on a : 

f\u — (a + Q)] Q (m' — Q ) — (w x + Q ) ; 

mais m! et m 1 sont des nombres de l'intervalle (y — h) (y + h) ; donc 
K — Qo) - K + Qo) (y - h) - (y + h) , d'où la Ths. de (S) . 

On peut multiplier la Ths(<5) par aeq, qui est une conséquence des Hyp. : 

00 Hp(5). .«eq •/[** — (a +Q)] (y - A)~ (y + A). 

Or de la Ths. de la (e) "a est un nombre tel que . . . . " on déduit ''on peut 
déterminer un nombre a tel que ....". Nous pouvons énoncer en général cette 
forme de déduction. Etant a x une proposition contenant la lettre x, on a 
tf*D'tfas~ == aA " s i a * es * vraje, il y a des x qui satisfont à la condition a x " 
dans notre cas : 

(0 Hp(3). :a e q./[>~(a + Q)] (y - h) — (y + A) • ~ = aA . 

Dans cette thèse la lettre a est apparente ; elle ne contient que les lettres 
/, u, y, A; l'Hyp. contient encore les lettres a, a', a lt m', m lt que nous élimi- 
nons. On élimine a en supprimant sa définition a = max (a 1 , ai) . On élimine 
9 
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a' et a 1 , en supprimant les propositions qui les contiennent, comme dit la (y) ; 
on élimine m 1 et nij^ en supprimant aussi les propositions qui contiennent ces 
lettres, comme dit la (/3) ; et l'on a : 

(n) HpP32. 2/ = V = l> 1 .^Q. :a e q./[ M — (a + Q)] O 0/ — h)~ (y+A).~=«A- 

Exportons une partie de l'Hp. : 

(6) K^S2.y=l^'=Y^. ,Mq. 0h :asq./lu^(a+q)]o(y-h)—(y+h).^= aA . 

Réciproquement, si h est une quantité positive et a un nombre tel que toutes 
les valeurs de / [u *— > (a + Q)] appartiennent à l'intervalle de y — A à y + A , il 
n'y a pas de valeur de/[w —■ (a+Q)] supérieure à y+h, ni inférieure à y — A : 

(c) HpP32. AiiQ.aeq./[M-(a + Q)]o(y-A) — (y + A).o./[u — (a+Q) 

-0/ + A + Q) = A ./[>~(a + Q)]~0,-A-Q) = A . 

Mais si / [a — - (a + Q)] -"^(# + A + Q) = A>2/ + ^ es * un nombre de l'ensemble 
H 1 ; analoguement y — A est un ^ : 

0) Hp(i).Q.^ + h efS. y — he^. 

Donc 1]/k'<2/ + A, Y(ii>y — A; et en tenant compte de la P25 on a: 

(X) HpP32. h8q.a £ q.f[u^(a+q)20(y~h)—(y^h). .y^h>l lljt '>Yii 1 >y-h. 

Eliminons a, qui figure seulement dans l'Hyp. : 

(fi) HpP32. heQ,:aeq.f[u^(a + Q)] (y-h) — (y + A) . ~ = aA : . Ths(^). 

" Si A est un nombre positif, et si l'on peut déterminer un nombre a tel que . . . . , 
alors les quantités y -{-h, 1^', Yfa, y — A forment une suite décroissante." De 
la (fi) on tire 

(y) HpP32.-. heQ. On-aeq ./[«~(a + Q)] Q(y - h)~ (y + A) . 

~=<>A-'-0 : AeQ.Qft-2/ + A> V>1>!>2/ — A. 

On peut énoncer la loi avec laquelle on passe de la (p) à la (v). La (/t) a la 
forme abcçyd, la (v) a la forme a . bçyc. q . bç)d; la loi est donc : 

abcQd .Q:a. bçyc . Q . bç)d . 

On ne trouve pas cette formule logique dans le Formulaire ; mais, en important 
toutes les Hyp. on la réduit à des formes qui y sont contenues. La (v) signifie 
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"si quelque soit le nombre positif h, on peut déterminer un nombre a tel 
que, ..... alors, quelque soit le nombre positif A, on a que . . . ." 

Maintenant, de la Ths. (v) , "quelque soit h, on a y + h>l 1 (i'>Yfi 1 >y — h," 
on déduit y = l^' = 1'^ ; donc : 

të) Hp(r) D . 2 / = V=l> 1 . 

Les prop. (0) et (£) ont la forme abçyc . acçyb ; leur ensemble est donc réductible 
à la forme aQ . b = e : 

(ti) HpP32. o::y = V = l'^. 

= .\fc>Q.Q Jk :aeq./|>^(a + Q)] q (y — h) ~ (y + ft).~ =«A- 

Substituons ici à y == l 1( u'= 1'^ sa valeur lim/b = ty, comme dit la (a). Au lieu 
de /[^'-^(a+Q)] —(y — h) (y+h) on peut écrire xsu ,x^>a . q .mod (fx — y)^>h; 
et la (71) se transforme dans la proposition à démontrer. 

Maintenant on pourrait se proposer de développer la théorie des limites, et 
de généraliser les propositions connues, lorsqu'il y a une seule limite, en les ren- 
dant valables sans faire cette hypothèse. Par exemple le théorème de Cauchy : 

/eqfN . lim,, ,, M [f(x + 1) — /»] eq.Q • lim &- = lim [f(x + 1) -/a?] . 

"Etant/ une fonction réelle définie pour les valeui's entières de la variable, 

c'est-à-dire, étant /l,/2,/3, .... une suite de nombres, si la limite de 

fx 
f(x -f- 1) — fx a une valeur déterminée et finie, alors la limite de ^ — coincide 

OC 

avec la limite précédente," se généralise en : 

/eqfN . . lim A me d lim [f(x + 1) - /x] . 

"Quelle que soit la suite /l,/2, , toute valeur limite de &- est moyen 

x 

entre les valeurs limites de la différence / (x + 1) — fx." 

Mais nous arrêtons ici notre exercice. On remarquera que la Logique 
mathématique représente avec le plus petit nombre de conventions toutes les 
propositions de mathématique, même celles très compliquées, dont la traduction 
en langage ordinaire serait fatiguante. Mais elle ne se réduit pas simplement 
à une écriture symbolique abrégée, à une espèce de tachygraphie ; elle permet 
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d'étudier les lois de ces signes, et les transformations des propositions. Nous 
avons expliqué les lois que nous avons rencontrées. D'abord cette analyse est 
longue ; ensuite on voit que ce sont toujours les mêmes règles qui se présentent. 
On compose ou décompose des propositions, on importe, exporte, transporte des 
conditions, on élimine des lettres, on forme des syllogismes, etc. Seulement le 
syllogisme a été étudié par les anciens logiciens ; on n'a découvert les autres 
règles qu'après l'introduction des symboles. Les deux objets de la logique 
mathématique, la formation d'une écriture symbolique, et l'étude des formes de 
transformations ou de raisonnement, sont étroitement liés. Nous terminerons 
avec les mots de Condillac* "Tout l'art de raisonner se réduit à bien faire la 
langue de chaque science. Plus vous abrégerez votre discours, plus vos idées 
se rapprocheront ; et plus elles seront rapprochées, plus il vous sera facile de les 
saisir sous tous leurs rapports." 

*La Logique, 1780, pag. 127 et 149. 



